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Problema de Dirichlet

Considere el problema de
Dirichlet

−∆u = f en Ω (1)

u = 0 sobre ∂Ω,

Ω abierto acotado en Rn, ∂Ω
es la frontera de Ω que
supondremos Lipschitz y
u ∈ C 2(Ω) ∩ C (Ω̄) es la
solución clásica, con
f ∈ L2(Ω).

Para encontrar la formulación
variacional de (1), se multiplica
la ecuación diferencial por una
función v ∈ C∞0 (Ω) y luego se
integra sobre Ω para obtener∫

Ω
∇u · ∇vdx =

∫
Ω
fvdx .



Método de Galerkin

Problema diferencial:

Au = f

A operador diferencial en un
espacio de Hilbert V .

ũ ≈ u en VN ⊂ V
VN = gen{ϕ1, . . . , ϕN}

ũ =
N∑

i=1

ciϕi .

Formulación variacional:
u ∈ V
〈Au, v〉 = 〈`, v〉, ∀v ∈ V

〈Aũ, ϕj〉 = 〈f , ϕj〉
N∑

i=1

ci 〈Aϕj , ϕi 〉 = 〈f , ϕj〉

Kc = b.

V = Hm(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) : u(k) ∈ L2(Ω), 1 ≤ k ≤ m

}
.



Elección del espacio VN

ũ =
N∑

i=1

ciϕi

Kc = b

Requerimientos:

• ϕi soporte pequeño: K dispersa

• ϕi regularidad y ortogonalidad: K tiene número de condición
bajo

• Esquema refinable: ũ se puede mejorar recursivamente con
bajo costo computacional.



Análisis multirresolución

{Vj : j ∈ Z} sucesión de subespacios de L2(R), es un análisis
multirresolución (AMR) si

• {0} ⊂ . . . ⊂ V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ L2(R)

•
⋃

j∈Z Vj = L2(R)

•
⋂

j∈Z Vj = {0}
• f (t) ∈ Vj ⇔ f (2t) ∈ Vj+1

• f (t) ∈ V0 ⇔ f (t − k) ∈ V0

• {ϕ(t − k)}k∈Z es una base ortonormal de V0, ϕ es la función
de escala.



• ϕ: Función escala

ϕ(t) :=
√

2
N−1∑
k=0

hkϕ(2t − k)

Vj = gen{ϕjk (t) = 2j/2ϕ(2j t − k) : k ∈ Z}

• ψ: Wavelet asociada a la función de escala ϕ

ψ(t) :=
√

2
N−1∑
k=0

gkϕ(2t − k)

gk = (−1)khN−1−k , k = 0, 1, . . . ,N − 1.

Wj = gen{ψjk(t) = 2j/2ψ(2j t − k) : k ∈ Z}



Gráficas tomadas de [Boggess, Narcowich 2001]

Función escala Daubechies N = 2
Wavelet Daubechies N = 2

Daubechies N = 5



Refinamiento del espacio

• Refinamiento del espacio de representación

Vj+1 = Vj ⊕Wj

• Proyecciones ortogonales

PVj
f (x) =

∞∑
k=−∞

cj ,kϕj ,k (x), x ∈ R

PWj
f (x) =

∞∑
k=−∞

dj ,kψj ,k (t), x ∈ R

• Descomposición wavelet

PVj
f = PVJ0

f +
J−1∑
j=J0

PWj
f .



Gráficas tomadas de [Boggess, Narcowich 2001]

Señal con ruido

Aproximación por wavelets de
Haar



Expansión wavelet

El espacio VJ se descompone como

VJ = VJ0 + WJ0 + WJ0−1 + · · ·+ WJ−1,

de esta relación se obtiene

PJ f (x) =
∞∑

k=−∞
cJ0,kϕJ0,k (x) +

J−1∑
J=J0

∞∑
k=−∞

dJ,kψJ,k (x),

con 0 ≤ J0 ≤ J y

cJ0,k =

∫
R
f (x)ϕJ0,k (x)dx , dJ,k =

∫
R
f (x)ψJ0,k (x)dx

J = J0, . . . , J − 1.



Decaimiento de los coeficientes wavelets

Si m = N/2 es el número de momentos nulos para una wavelet
ψj ,k y f ∈ Cm(R), entonces los coeficientes wavelet decaen como

|dj ,k | ≤ Bm2−j(m+ 1
2

) máx
t∈Ij,k

∣∣f (m)(t)
∣∣,

Bm es una constante independiente de j , k y f ; Ij ,k es el soporte de
ψj ,k . Además,

∥∥f − PVJ
f
∥∥ =

∥∥∥∥ ∞∑
j=J

∞∑
k=−∞

dj ,kψj ,k (x)

∥∥∥∥
L2(R)

= O
(
2−Jm

)
.



Qué destacar en las wavelets

El soporte compacto y su elevada localización permiten una buena
aproximación aún en regiones donde la solución tiene alto
gradiente u otro tipo de singularidad.

Sus propiedades de multirresolución o multiescala permiten calcular
una aproximación inicial y adaptivamente mejorarla mediante un
refinamiento recursivo realizado sólo en regiones que lo requieran.

Wavelets Daubechies: Elevada localización, buena representación
de singularidades, no tienen expresión funcional expĺıcita.

Resultados de alta precisión y bajo costo computacional.



Método de Galerkin

Considere el PVI

L[u(x , t)] = 0, en Ω ⊂ Rn, u(x , 0) = ui (x),

donde u ∈ Hm(Ω). Considere la aproximación

u(x , t) ≈ ũ(x , t) =
N∑

j=1

aj (t)fj (x),

donde {fj}N
j=1 genera un subespacio N−dimensional de Hm(Ω). Se

define L[ũ(x , t)] como el residual

R(a1, . . . , aN , x) := L

[ N∑
j=1

aj (t)fj (x)

]
.



Método de Galerkin

Se debe minimizar el residual respecto a {gi}N
i=1 ⊂ L2(Ω), de

acuerdo a la fórmula〈
R(a1, . . . , aN , x), gi (x)

〉
L2(Ω)

= 0, ∀i .

Se reduce a

N∑
j=1

〈
L[aj (t)fj (x)], gi (x)

〉
L2

= 0, ∀i .

El operador se descompone en la parte espacial Ls , y temporal Lt :
L = Ls + Lt , de lo cual se obtiene el sistema de EDO

BLt [A] + CA = 0

A = {ai}, B = {bij = 〈fj , gi 〉L2}, C = {cij = 〈Ls [fj ], gi 〉L2}.



Ecuación KdV

Ecuación de Korteweg-de Vries (KdV)

L[u(x , t)] =
∂u

∂t
+ αu

∂u

∂x
+ β

∂3u

∂x3
= 0, u(x , 0) = u0(x).

De donde〈
R, ϕJ,k

〉
L2

=
∑

m

a′J,mδk,m+α
∑

m

∑
s

aJ,maJ,sΛ0,0,1
m,s,k +β

∑
m

aJ,mΛ0,3
m−k

El sistema EDO queda

MA′ + (B + C )A = 0

M = {δk,m}, B =
∑

s aJ,sΛ0,0,1
m,s,k , C = {Λ0,3

m−k}, A = {ai}.



Solución ecuación KdV

Comparación solución exacta y aproximada



Resultados numéricos

Solución de la ecuación KdV utilizando como condición inicial la
u(x , 0) = 3csech2(Ax + D), con A = 1

2

√
c
β y D = −6, se

obtuvo
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N = 8, ∆t = 0,001, β = 0,00048 y c = 1
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Tabla de errores

t L2

0 1,04E-06

0.5 5,86E-06

1 1,42E-05

1.5 2,46E-05

2 3,67E-05

2.5 5,01E-05

3 6,48E-05

Errores de la solución aproximada de la ecuación KdV para la
condición inicial anterior con valores N = 8, ∆t = 0,001



Resultados numéricos
Se resuelve la ecuación KdV con la condición inicial

u(x , 0) =

{
x si − 1 ≤ x < 1

2
1− x si 1

2 ≤ x ≤ 1

En este caso N = 10, α = 2, ∆t = 0,001, β = 0,00048 y c = 1
2
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Resultados numéricos
Se resuelve la ecuación KdV con la condición inicial

u(x , 0) = sen(2πx) +
1

2
sen(4πx)

Se utilizaron los valores de N = 8, α = 2, ∆t = 0,00001,
β = 0,00048 y c = 0,5.
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